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基于 SMP 准则柱孔扩张问题相似解 
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摘  要：以柱孔扩张理论为基础，将柱孔扩张后塑性区半径 b 作为时间刻度，引入扩孔速度概念，将塑性区内任意一点的应

力、应变描述成塑性区半径 b 和柱孔扩张后扩张体单元距孔心距离 r 的函数，采用平面应变条件下无黏性土的 SMP 准则和

不相关联流动法则，考虑到无黏性土的剪胀性，推导出柱孔扩张后极限扩张力 limP 的相似解。通过参数分析表明，土体强度

和剪胀性对塑性区半径和极限扩张力产生很大的影响，即随着土体强度和剪胀性的增加，极限扩张力明显增加，相应塑性区

半径却随之减小。通过与基于摩尔-库仑准则解答进行对比分析表明，考虑中间主应力影响的 SMP 准则所得到的极限扩张力

明显高于基于摩尔-库仑准则的解答。该解答为无黏性土中进行静力触探（CPT）试验和静压桩等岩土工程问题提供必要的

理论依据。 
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Similarity solutions of cylindrical cavity expansion based on SMP criterion 
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Abstract: On the basis of the cylindrical cavity expansion theory, the concept of expansion velocity is introduced into the theory. The 
movement of the plastic boundary b is taken as the scale of “time” and the stress/strain of any point in the expansion body are 
described as the functions of the plastic boundary b and the current radius r. By using the spatially mobilized plane (SMP) theory of 
cohesionless soils in the plane strain condition, non-associated flow rule and considering cohesionless soils, shear dilation, the 
similarity solution of limit pressure limP  is obtained. Meanwhile, the parametric study indicates that the influence of strength and 
shear dilation on the limit pressure and plastic zone radius is remarkable. With the increase of strength and shear dilation the limit 
pressure increases greatly while the plastic zone radius decreases. A comparative analysis shows that the limit pressure calculated 
from the SMP criterion which includes the effect of intermediate principal stress is obviously greater than that from the solutions 
based on Mohr-Coulomb criterion. The proposed solutions provide some theoretical bases for geotechnical engineering practices in 
cohesionless soils, such as cone penetration tests (CPT), jacked piles, and so on. 
Key words: cylindrical cavity expansion; spatially mobilized plane (SMP) criterion; shear dilation; limit pressure 
 

1  引  言 

小孔扩张理论广泛应用于分析各种岩土工程问

题，如深基础承载力问题[1－2]、对旁压试验分析[3]、

静力触探试验分析[4]以及对隧道开挖分析等。以前

所有对小孔扩张问题的解答（柱孔扩张或球孔扩张

问题）都是基于扩张体不同的本构模型，如摩尔-

库仑模型[1－4]、修正剑桥模型[5]、统一强度理论[6]

以及 SMP 准则[7]等，大多数分析都是建立在理想弹

塑性模型[1－5]以及根据实际土工试验所得到的应力-

应变关系曲线所简化的应力跌落模型 [6－7]基础之

上，以求解扩张体周围的应力场、应变场、位移以

及极限扩张压力等。 
以上关于小孔扩张问题的解答大多假定孔穴扩

张前有一不为 0 的初始孔径，而实际工程实践中小

孔扩张大多是从 0 孔径开始（如静力触探试验、静
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压桩等），在此情况下孔穴扩张问题具有几何相似性

并有一相似解，即扩张压力达到某一数值后，孔无

限扩张，孔周塑性区半径与小孔现时半径之比保持

不变[8]。本文基于考虑中主应力影响的无黏性土平

面应变强度的 SMP 准则为基础，以扩孔时塑性区

边界半径为时间刻度，引入柱孔扩张速度概念，对

基于 SMP准则无黏性土柱孔扩张时塑性区影响半径

与现时半径之比及极限扩张压力进行求解，并与不

能考虑中主应力影响的摩尔-库仑模型求解结果[8]

进行比较分析。 

2  问题的基本假设及定义 

如图 1 所示，无限均质无黏性土体中存在均布

的初始应力 0p ，在某种挤压如静压成桩、静力触探

试验等的作用下孔径由 0t 时刻的 0 初始孔径扩张到

t 时刻的孔径 a ，这样，当扩张压力 p 较小时，孔

周土体处于弹性状态，其应力-应变关系满足广义

Hooke 定律，当压力 p 增加到临塑扩张压力 yp 时，

土体开始屈服，其屈服准则采用平面应变状态下无

黏性土的 SMP 准则来描述。随着 p 不断增大，在

小孔周围就形成塑性区和弹性区，相应弹塑性交界

面处的半径为b ，此时，小孔半径 a及塑性区半径b
也不断增大，当扩张压力达到一定数值时，扩张压

力不再增加，达到极限扩张压力后保持不变，孔无

限扩张，塑性区半径b 与现时孔半径 a 的比值保持

不变。规定应力、应变以压为正，拉为负，考虑到

无黏性土在扩张过程中完全排水，所以下述分析中

所涉及到的应力均为有效应力。 
 

 
塑性区 

r 
r 

p 
ur 

b

弹性区 

a 

r 
 

 

 
图 1  柱孔扩张示意图 

Fig.1  Sketch of cylindrical cavity expansion 

3  基本方程及解答 

3.1  基本方程 
柱孔扩张基本平衡方程[1]为 
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          （1） 

式中： r 、  分别为径向应力和环向应力。 
几何方程为 
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式中： r 、  分别为径向应变和环向应变； ru 为径

向位移。 
弹性应力-应变关系为 
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       （3） 

式中：E 为土体弹性模量； v 为泊松比。 
平面应变条件下无黏性土的 SMP 屈服准则[9]

为 
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式中： psR 为平面应变条件下土体屈服时大、小主

应力之比； 为土体三轴压缩状态下的内摩擦角。 
应力边界条件为 
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式中： 0p 为土体中存在的初始应力。 
3.2  问题解答 
3.2.1 弹性区解答 

当扩张压力很小时，小孔周围土体处于弹性应

力-应变状态，由式（1）～（3）得其弹性区的应力

及位移解答为 

 
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         （6） 
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式中：G 为土体的剪切模量。 
当扩张压力不断增大，孔口边缘土体开始屈服，

小孔周围形成弹性区和塑性区（如图 1），设某时弹

塑性交界处半径为b ，此刻其径向作用的压力为临
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塑扩张压力 yp ，由式（6）、（7）和式（4）求得 yp
为 
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2
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R
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             （9） 

将式（9）代入式（6）～（8），即得弹塑性交

界处半径为b 时塑性区外弹性区的径向、环向应力

及径向位移，此时径向应力 p 为临塑压力 yp ，径向

半径 a为弹塑性交界处半径b ，则式（6）～（8）
相应变为 
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3.2.2 塑性区应力解答 
由平衡方程式（1）和 SMP 屈服准则式（4）得 
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解之得 
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式中：K 为积分常数，利用弹塑性边界条件将临塑

扩张压力式（9）代入式（14），则积分常数K 为 
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将式（15）代入式（14）得塑性区径向应力 r
为 
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在孔壁处，将 ( )r a p  代入式（16），得 
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3.2.3 塑性区位移分析 
在土体塑性区的应变包括可恢复的弹性应变和

不可恢复的塑性应变两部分。在塑性区采用非相关

联流动法则，其表达式为[10－12] 
p
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式中： 的取值与采用的屈服准则有关。 
本文基于 SMP 屈服准则： 
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式中： 为土体的剪胀角。 
又因为 

e p

e p   
r r r

  

  

  

  


  

  
  

          （20） 

将式（20）代入式（18），得 
e ed d d dr r                （21） 

由塑性屈服一致性原理并由屈服函数式（4）得 
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式中： 1rf    ， psf R    ，将其代入式（22）
得 

psd dr R               （23） 

将式（3）、（23）代入式（21），整理得 
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（24） 
为简化式（24），令 
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则式（24）变为 

d
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由于在孔穴扩张过程中，弹塑性交界处的半径

b 在扩张过程中是不断变化的。因此，可以用b 作

为时间刻度来度量颗粒运动[8, 13]，定义相对速度V ，

当塑性区半径有一个微小的变化db时，则孔周某点

产生相应的位移为du ，则 d d du r V b  ，u 是颗粒

现时位置半径 r 和塑性区半径 b 的函数，即 u   
 ,u r b ， b 和 r 是两个独立的变量，对u 取全微分

得 

d d d d du u u uu b r b V b
b r b r
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   （27） 

将式（27）左边du 用 dV b 代入得土颗粒运动速

1377 
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度为 
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相应地，将应力和应变看作b 和 r 的函数，对

于某一给定的单元，可得 
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将式（29）～（32）代入式（26）得 
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将塑性区应力式（16）代入式（33）得 
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考虑到弹塑性交界处的边界条件，将式（12）
中的弹塑性边界处位移对b 求导，得弹塑性边界处

的速度为 
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利用上述边界条件对一阶非齐次线性微分方程

式（34）进行求解得 
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nB 定义为 
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式中： n取值为0 。 
在孔壁 r a 处， d dV a b ，于是有 
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考虑到孔穴从 0 孔径开始扩张，在扩张压力作

用下，其位移场具有几何相似性，其扩张半径与塑

性区半径比值保持不变。即 

d
d
a a
b b
                （40） 

将式（40）代入式（39）可得关于 a b 的方程

式： 

 1 1
0

0

1

0 0

0

2
exp

2exp

n

n
n

n
n

pa b bB
b a a

p p bB
G a








 


   







            
     

          
    





 （41） 

将式（41）求解出的 a b 代入式（17）可得柱

孔扩张的极限扩张力 limP 为 
ps

ps

1

ps 0
lim

ps

2
1

R
RR p bP

R a



     
         （42） 

4  参数分析 

假设各向同性的均质无黏性土受到初始均匀

土压力 0p 的作用， 0p  100 kPa，土的弹性模量E   
26 MPa， 0/E p  260，土的泊松比 v  0.3，内摩擦

角 分别为 25°、30°、35°、40°，相应的剪胀

角 分别为 0°、10°、20°、30°，对于给定的

值，相应取变化的 值时，考虑无黏性土不同的剪

胀性对极限扩张力的影响，以及对给定的 值，考

虑无黏性土不同强度特性（本文只考虑内摩擦角

的影响）对其塑性区半径与现时半径之比 /b a 及极

限扩张力的影响，同时对基于 SMP 准则解答与摩

尔-库仑准则求解结果进行对比分析。 
图 2～4 分别给出了剪胀角、摩擦角的变化对

lim 0/P P 的影响以及内摩擦角的变化对 /b a 的影响。

图 5 给出了基于 SMP 准则与摩尔-库仑准则极限扩

张力解答对比。 
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图 2  剪胀角的变化对 0lim /p p 的影响 

Fig.2  Variations of 0lim /p p  with dilatancy angle 

 

 
图 3  摩擦角的变化对 0lim /p p 的影响 

Fig.3  Variations of 0lim /p p  with friction angle 

 

 
图 4  摩擦角的变化对 /b a 的影响 

Fig.4  Variations of /b a with friction angle 

 

 
图 5  基于 SMP 准则与摩尔-库仑准则极限扩张力解答对比 

Fig.5  Comparison of limit pressures by using SMP 
criterion and Mohr-Coulomb criterion 

从图 2 可以看出，当土的各项强度指标一定时，

随着土的剪胀角的增加，亦即土的密实程度增加，

无黏性土受柱孔扩张所需的极限扩张力随着剪胀角

 的增加而增加；从图 3、4 可以看出，扩张土体

的强度对柱孔扩张有很大影响，随着扩张土体强度

增加（本文只考虑内摩擦角 的影响），其扩张所需

的极限扩张力随之增加，但相应的塑性区半径与现

时半径之比却随之减小。从以上分析中可以看出，

无黏性土的强度和密实度对柱孔扩张的极限扩张力

产生很大影响，在实际工程应用中如果忽略这种影

响将会产生较大的误差。就图 3 而言，当 值给定，

不考虑土体剪胀性（  0°）与考虑剪胀性（如   
30°），其极限扩张力在 分别为 25°、30°、35°、

40°时分别相差 2.10 倍、2.18 倍、2.23 倍和 2.27 倍。

就图 5 而言，由于 SMP 准则考虑了中主应力的影

响，与摩尔-库仑准则相比，所得结果明显高于后者，

如当 分别为 30°、40°，  30°时，采用 SMP
准则所得的极限扩张力与采用摩尔-库仑准则相比，

分别提高了 6.3%和 10.8%，说明中主应力的影响还

是比较显著的。此结论应用于工程实践中，如当需

要在强度较高的地层（如密砂）中进行沉桩施工时，

有必要根据土体实际强度参数首先进行成桩阻力计

算，预估可能遇见的压桩阻力，结合自身的设备能

力，选择合适的压桩设备或采取辅助的施工措施（如

预钻孔等）进行施工。 

5  结  论 

（1）结合柱孔扩张模型，以平面应变条件下的

无黏性土 SMP 准则为屈服条件，以塑性区半径为

时间刻度，引入柱孔扩张速度概念，得到扩张后柱

孔周围塑性区半径与扩孔半径之比，进而得到极限

扩张力的相似解，并分析了扩张体的不同强度条件

对扩张体塑性区半径与现时半径之比及极限扩张力

的影响。 
（2）与基于摩尔-库仑准则计算结果进行对比分

析，结果表明：基于 SMP 准则所得到的极限扩张

压力的解答高于摩尔-库仑准则解答，基于摩尔-库

仑准则所得到极限扩张力的解答偏小。 
（3）所得到的结果在岩土工程中具有一定的实

际意义，可据此结果预估桩基工程的极限承载力、

静压桩施工的最大压桩力等，为工程实践中遇到相

关问题提供一定的理论根据。 
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